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Èçðàèëüñêèå øêîëüíèêè óæå ìíîãî ëåò ïîäðÿä ïðèíèìàþò ó÷àñòèå â ðàçëè÷íûõ ìåæäóíà-
ðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ. Íà IMO 2013 ãîäà ñáîðíàÿ êîìàíäà Èçðàèëÿ âûñòóïèëà
âåñüìà äîñòîéíî. Âñå øåñòü øêîëüíèêîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ïðî÷íûå çíàíèÿ è âîëþ ê ïîáå-
äå. Øåñòü ìåäàëåé (ñðåäè êîòîðûõ îäíà Çîëîòàÿ, òðè Ñåðåáðÿíûå è äâå Áðîíçîâûå, 11 ìåñòî
â îáùåì çà÷¼òå, è àáñîëþòíîå ïåðâåíñòâî îäíîãî èç ó÷àñòíèêîâ-38 î÷êîâ èç 42)-óáåæäàþò, ÷òî
â Èçðàèëå åñòü ðåáÿòà, âïîëíå ñïîñîáíûå êîíêóðèðîâàòü íà ìèðîâîì óðîâíå. ×òî íå ìåíåå
âàæíî, - â ñòðàíå ïîñòðîåíà ñèñòåìà ïîäãîòîâêè, êîòîðàÿ ïîìîãàåò øêîëüíèêàì îáó÷àòüñÿ
ìàòåìàòèêå ïî ñàìûì ïåðåäîâûì ïåäàãîãè÷åñêèì òåõíîëîãèÿì.

Øêîëüíèê, êîòîðûé ïîëó÷èë ïðàâî ó÷àñòâîâàòü â çàêëþ÷èòåëüíîì òóðå íàöèîíàëüíîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû ñâîåé ñòðàíû, êàê ïðàâèëî, óæå äàëåêî íå íîâè÷îê â ðåøåíèè îëèì-
ïèàäíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó îðãàíèçàòîðû ôèíàëüíûõ òóðîâ ñòàðàþòñÿ ïîäáèðàòü òàêèå çàäàíèÿ,
ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû áîëåå òî÷íî äèàãíîñòèðîâàòü êðåàòèâíûå ñïîñîáíîñòè
ó÷àñòíèêîâ â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.

Cïåöèôè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ çàäàíèé íà Èçðàèëüñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ, ïî-
æàëóé, ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîå íàëè÷èå çàäàíèé ñ ñóùåñòâåííûìè òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè.
Ýòî äåëàåòñÿ ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíîé âûíîñëèâîñòè øêîëüíèêà. Îòìåòèì, ÷òî
ñàìà òåõíè÷åñêàÿ òðóäíîñòü â ðåøåíèè îëèìïèàäíîãî óðàâíåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ýòî "âåðøè-
íà àéñáåðãà". Ïðåîäîëåòü å¼ ëåã÷å òîãäà, êîãäà ñòàíåò ïîíÿòíî, êàê ñâÿçàíà äàííàÿ çàäà÷à ñ
íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ èëè òåîðèåé.

Â ýòîé ñòàòüå ìû õîòèì ïîçíàêîìèòü ÷èòàòåëÿ ñ òåìàòè÷åñêîé ïîäáîðêîé îëèìïèàäíûõ
çàäà÷ ïðåäëàãàâøèõñÿ â ðàçíûå ãîäû íà íàöèîíàëüíûõ Èçðàèëüñêèõ îëèìïèàäàõ (MOI)è äðó-
ãèõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíêóðñàõ. Ïî÷òè âñå ðåøåíèÿ, ïðåäëîæåííûõ ïðèìåðîâ, äåìîíñòðèðóþò
îïðåäåë¼ííûé ìåòîä. Ýòî ñäåëàíî àâòîðàìè íàìåðåííî, òàê êàê îâëàäåíèå ó÷àùèìèñÿ ìåòîäà-
ìè ïîçíàíèÿ è ïîíèìàíèå òîãî, â êàêèõ ñëó÷àÿõ èõ ìîæíî ïðèìåíÿòü ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âûñ-
øèõ öåëåé îáó÷åíèÿ è ñàìîîáðàçîâàíèÿ. Ïî ìíåíèþ ìíîãèõ âûäàþùèõñÿ ó÷¼íûõ, (íàïðèìåð
Äåêàðòà), ìåòîäû, â îòëè÷èå îò èçîëèðîâàííûõ òåîðåì è ðåçóëüòàòîâ, îáëàäàþò äèíàìèêîé.
Ïðè ýòîì îíè áîëåå óíèâåðñàëüíû â îòíîøåíèè îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ìåòîäû - ýòî ðàáî÷èå èíñòðóìåíòû äëÿ èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.
Ìåòîäàìè íåîáõîäèìî óìåòü ïîëüçîâàòüñÿ, íî åùå ëó÷øå, åñëè ó÷àùèéñÿ íàó÷èòñÿ îòêðûâàòü
èõ ñàì. Êàê æå èçó÷àòü ìåòîäû? Èç ìíîæåñòâà êîíñòðóêòèâíûõ ñîâåòîâ âûäåëèì òðè:

íåîáõîäèìî îñîçíàòü âñå ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò äîêàçàòåëüíîñòü
èçó÷àåìîãî ìåòîäà;

ïðîàíàëèçèðîâàòü íåñêîëüêî çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ ïîëó÷åíî äàííûì ìåòîäîì;

ïûòàòüñÿ ïðèäóìûâàòü íîâûå çàäà÷è, êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü èçó÷àåìûì ìåòîäîì.

Õîòÿ íà îëèìïèàäàõ äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è íà ðåøåíèå óðàâíåíèé â öåëûõ
÷èñëàõ, â ðàìêàõ ýòîé íåáîëüøîé ñòàòüè ìû íå áóäåì çàòðàãèâàòü ýòó òåìó. Àâòîðû ñ÷èòàþò,
÷òî òàêàÿ òåìà òðåáóåò îòäåëüíîé ñòàòüè.

Íà÷íåì.
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Çàäà÷à 1 (5 Cîðîâñêàÿ îëèìïèàäà, 1998 ãîä) . Ðåøèòü óðàâíåíèå:√
2 +

√
2−
√
2 + x = x.

Ëþáîå òðàäèöèîííîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, ñ öåëüþ "íåéòðàëèçîâàòü"ðàäèêàë ïðèâîäèò ê
óðàâíåíèþ âîñüìîé ñòåïåíè: (

2−
(
x2 − 2

)2)2 − 2 = x.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî öåëûõ êîðíåé ýòî óðàâíåíèå íå èìååò.Òóïèê.
Ðåøåíèå. Ïîïðîáóåì íà÷àòü ðàññóæäàòü ñ ñàìîãî íà÷àëà. Èçáàâèòüñÿ îò êîðíåé èíîãäà

óäîáíî íå òîëüêî ñ ïîìîùüþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Òîò æå ýôôåêò ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîäñòàíîâîê. Íàïðèìåð, ïîïðîáóåì èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî: 1 + cosx =
2 cos2 x2 . Íà ìíîæåñòâå 0 ≤ x ≤ 2, óäîáíåå îáîçíà÷èòü x = 2 cos γ ïðè 0 ≤ γ ≤ π

2 . Òîãäà ïîëó÷èì√
2 + x = 2 cos γ2 . È îêîí÷àòåëüíî, èñêîìîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèå:

cos
(π
4
− γ

8

)
= cos γ.

Îòñþäà íàõîäèì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå γ = 2π
9 . È, ñëåäîâàòåëüíî, x = 2 cos 2π

9 .
Îòâåò: x = 2 cos 2π

9 .

Çàäà÷à 2 (MOI, 2003 ãîä) . Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:
x+ lg (x+

√
x2 + 1) = y

y + lg (y +
√
y2 + 1) = z

z + lg (z +
√
z2 + 1) = x

.

Ðåøåíèå. Îòâåò: x = y = z = 0.
Îáîçíà÷èì f(t) = t+lg (t+

√
t2 + 1). Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî f(f(f(x))) = x.

Ïîñêîëüêó, f(t) = t+ lg (t+
√
t2 + 1) - âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî

âîçìîæíî òîëüêî ïðè f(x) = x. Íî òîãäà x = y = z = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîêàæåì, ÷òî åñëè y = f(x) - âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî óðàâíåíèÿ f(x) =

x è f(f(x)) = x -ðàâíîñèëüíû. Â ñàìîì äåëå, åñëè x0 -êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = x, ò.å. f(x0) =
x0. Òîãäà f(f(x0)) = f(x0) = x0. ñëåäîâàòåëüíî, x0 - áóäåò êîðíåì óðàâíåíèÿ f(f(x)) = x. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî x0 -êîðåíü óðàâíåíèÿ f(f(x)) = x, òî åñòü, f(f(x0)) = x0. È
ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x0) 6= x0. Åñëè f(x0) > x0, òî ïîñêîëüêó y = f(x) âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ,
ïîëó÷àåì f(f(x0)) > f(x0) > x0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Àíàëîãè÷íî, åñëè f(x0) < x0, òî f(f(x0)) < f(x0) < x0. ×òî è ò.ä.
Îòìåòèì, ÷òî âûøåóêàçàííîå, ïðàâèëî ìîæíî ðàñøèðèòü. Åñëè y = f(x)- ìîíîòîííàÿ

ôóíêöèÿ, òî óðàâíåíèÿ f(x) = x è f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸
k

(x) . . .) = x -ðàâíîñèëüíû.

Çàäà÷à 3 (MOI, 2006 ãîä) . Äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé:{
sinx1 + sinx2 + sinx3 + . . .+ sinxn = 0

sinx1 + 2 sinx2 + 3 sinx3 + . . . n sinxn = 100
.

Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà n èñêîìàÿ ñèñòåìà èìååò äåéñòâèòåëüíûå ðåøå-
íèÿ.

Ðåøåíèå. Îòâåò: n = 20.
Ïóòü k = const íåêîòîðîå öåëîå ïîñòîÿííîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî 0 < k < n. Óìíîæèì ïåðâîå

óðàâíåíèå íà k è ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì:

[(1− k)sinx1 + (2− k)sinx2 + . . .+ (−1)sinxk−1 + (k − k)sinxk]+

2



+[sinxk+1 + 2sinxk+2 + . . .+ (n− k)sinxn] = 100.

Ïîíÿòíî, ÷òî

(1− k)sinx1 + (2− k)sinx2 + . . .+ (−1)sinxk−1 + (k − k)sinxk ≤ 1 + 2 + 3 + . . .+ (k − 1)

. è
sinxk+1 + 2sinxk+2 + . . .+ (n− k)sinxn ≤ 1 + 2 + 3 + . . .+ (n− k).

Çíà÷èò,

100 ≤ k(k − 1)

2
+

(n− k)(n− k + 1)

2
=
n(n+ 1)

2
− kn+ k(k − 1).

Òåïåðü âîçüìåì k = [n2 ], ãäå [x]-öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.
Òîãäà äëÿ ÷åòíûõ n ïîëó÷èì k = n

2

100 ≤ n(n+ 1)

2
− n2

2
+
n

2
(
n

2
− 1).

Îòêóäà 100 ≤ n2

4 , ñëåäîâàòåëüíî n ≥ 20.
Äëÿ íå÷åòíûõ n ïîëó÷èì k = n−1

2

100 ≤ n(n+ 1)

2
− n(n− 1)

2
+
n− 1

2

(
n− 1

2
− 1

)
.

Îòêóäà 398 ≤ n(n+ 1), ñëåäîâàòåëüíî n ≥ 21.
Î÷åâèäíî, ìîæíî óêàçàòü ðåøåíèå äëÿ n = 20

sinx1 = sinx2 = . . . = sinx9 = sinx10 = −1, sinx11 = sinx12 = . . . = sinx20 = 1

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ïðîùå âñåãî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè.

Çàäà÷à 4 (MOI, 1999 ãîä) . Äàíû òðè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà a > 0, b > 0, c > 0. Èç-

âåñòíî, ÷òî a + b + c =
√
3
2 . Íàéòè òðè òàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà x > 0, y > 0, z > 0,

÷òî √
y2 − a2 +

√
z2 − a2 =

√
z2 − b2 +

√
x2 − b2 =

√
x2 − c2 +

√
y2 − c2 = 1.

Âûðàçèòü x, y, z ÷åðåç a, b, c.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC, òàêîé, ÷òî AB = BC = CA = 1.

Âûñîòà òàêîãî òðåóãîëüíèêà áóäåò èìåòü äëèíó h =
√
3
2 . Òîãäà, åñëè âíóòðè òðåóãîëüíèêà

âçÿòü òî÷êó P , òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò íå¼ äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíà âûñîòå òðåóãîëü-
íèêà ABC. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç òî÷êè P íà ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà, áóäóò èìåòü äëèíû a, b, c. Èñêîìûå ÷èñëà x, y, z � ýòî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè P
äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà. Òî åñòü, PA = x, PB = y, PC = z. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèôàãîðà
ìîæíî îáîñíîâàòü, ÷òî íà ýòîé ìîäåëè âñå óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíÿþòñÿ.

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ îñíîâíûõ ôîðìóë òðèãîíîìåòðèè, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

x = 2

√
b2 + c2 + bc

3
, y = 2

√
a2 + c2 + ac

3
, z = 2

√
a2 + b2 + ab

3
.

Îòâåò: x = 2
√

b2+c2+bc
3 , y = 2

√
a2+c2+ac

3 , z = 2
√

a2+b2+ab
3 .

Çàäà÷à 5 (130 êðàñèâûõ çàäà÷) . Èìååò ëè ñèñòåìà óðàâíåíèé x2 + xy + y2 = 4
x2 + xz + z2 = 9
y2 + yz + z2 = 36

.

ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ?
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Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ê ðåøåíèþ. Ïðåäïîëîæèì ñóùå-
ñòâóåò òðîéêà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë óäîâëåòâîðÿþùèõäàííîé ñèñòåìå. Îòëîæèì îòðåçêèOA =
x, OB = y, OC = z òàêèå, ÷òî ∠AOB = ∠BOC = ∠COA = 120◦ Íàäååìñÿ ÷èòàòåëè ñàìîñòîÿ-
òåëüíî íàðèñóþò íåñëîæíûé ðèñóíîê. Òîãäà äëÿ îòðåçêîâ AB, AC è BC äîëæíî âûïîëíÿòñÿ
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ò.å. AB+AC > BC Íî ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû èìååì AB = 2,
AC = 3, BC = 6.

Îòâåò: Ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 6 (MOI, 1991 ãîä) 1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
yz + xz + xy = 1

3(x2+1)
x = 4(y2+1)

y = 5(z2+1)
z

.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà x, y, z îäíîãî çíàêà. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî x > 0, y > 0, z > 0. Òåïåðü ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ: x = tanα > 0,
y = tanβ > 0, z = tan γ > 0, 0 < α < π

2 , 0 < β < π
2 , 0 < γ < π

2 . Ðàññìîòðèì

tan(α+ β + γ) =
(x+ y + z)− xyz
1− (xy + xz + yz)

.

Èç óñëîâèÿ èìååì, ÷òî yz+xz+xy = 1, ñëåäîâàòåëüíî çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ tan(α+β+ γ)
îáðàùàåòñÿ â 0 è tan(α + β + γ)- íå îïðåäåëåí. Çíà÷èò, α + β + γ = π

2 . Ïîýòîìó, óãëû 2α, 2β,
2γ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè óãëàìè íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîëó÷àåì

x2 + 1

x
= tanα+ cotα =

2

sin 2α
,
y2 + 1

y
=

2

sin 2β
,
z2 + 1

z
=

2

sin 2γ
.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
3

sin 2α
=

4

sin 2β
=

5

sin 2γ
.

À ýòîò ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíî îòíîøåíèþ 3 : 4 : 5.
Òîãäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî 2γ = π

2 è γ = π
4 . Çíà÷èò z = tan γ = 1, òîãäà x = 1

3 è y = 1
2 .

Îòâåò: z = 1, x = 1
3 , y = 1

2 .
Ìû äàäèì äâà ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è. Õîòÿ ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ âûãëÿäèò êîðî÷å,

âòîðîé ñïîñîá, ïîçâîëÿåò íàì îöåíèòü ãëóáîêèå ñâÿçè ýòîé çàäà÷è ñ óæå ðàçðàáîòàííûìè
ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè.

Çàäà÷à 7 (MOI, 2014 ãîä) . Íàéòè õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ:

x7

7
= 1 + x

(
x2 − 7

√
10
)2
· 7
√
10.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå x = 7

√
a+ 7
√
b. Äàëåå

x

7
=
a

7
+

7
√
a6b+ 3

7
√
a5b2 + 5

7
√
a4b3 + 5

7
√
a3b4 + 3

7
√
a2b5 +

7
√
ab6 +

b

7

x

7
=
a+ b

7
+

7
√
ab
(

7
√
a+

7
√
b
)(

7
√
a4 + 2

7
√
a3b+ 3

7
√
a2b2 + 2

7
√
ab3 +

7
√
b4
)

x

7
=
a+ b

7
+

7
√
ab
(

7
√
a+

7
√
b
)(

7
√
a2 +

7
√
ab+ 3

7
√
b2
)2

x

7
=
a+ b

7
+

7
√
abx

(
x2 − 7

√
ab
)2
.

1çàäà÷à òàêæå ïðåäëàãàëàñü â Çàäà÷íèêå Êâàíòà Ì703
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Ñðàâíèì äàííîå óðàâíåíèå ñ èñõîäíûì x7

7 = 1+ x
(
x2 − 7

√
10
)2 · 7
√
10. Ïîëó÷èì, ÷òî ab = 10

è a + b = 7. Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî âçÿòü a = 2, b = 5 (èëè íàîáîðîò a = 5, b = 2). Â
ëþáîì ñëó÷àå ÷èñëî x = 7

√
2 + 7
√
5 áóäåò êîðíåì óðàâíåíèÿ.

Âòîðîé ñïîñîá. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì c = 14
√
10. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x = cy.

Ïîëó÷èì
(cy)7

7
= 1 + cy(c2y2 − c2)2 · c2.

c7y7

7
= 1 + c7y(y2 − 1)2.

Èëè y7

7 = 1
c7+y(y

2−1)2. Òî åñòü y7

7 −y
5+2y3−y = 1

c7 , Ïóñòü P (y) =
y7

7 −y
5+2y3−y. Ýòîò ïîëèíîì

ÿâëÿåòñÿ
”
çàìàñêèðîâàííûì“ïîëèíîìîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè T7(y) =

64y7 − 112y5 + 56y2 − 7y -ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà, òî

P (y) =
y7

7
− y5 + 2y3 − y =

2

7
T7

(y
2

)
.

Òîãäà íàøå óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

T7

(y
2

)
=

7

2c7
.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðèìåíèì òåîðèþ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà. Èçâåñòíî, ÷òî

Tn(x) =
(x+

√
x2 − 1)n + (x−

√
x2 − 1)n

2
.

Ïîýòîìó, ñäåëàâ çàìåíó z = y/2, ïîëó÷èì

T7(z) =
(z +

√
z2 − 1)7 + (z −

√
z2 − 1)7

2
=

7

2c7
.

Îáîçíà÷èì
t = (z −

√
z2 − 1)7.

Ïîñêîëüêó

(z −
√
z2 − 1)7 =

1

(z +
√
z2 − 1)7

,

òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

t+
1

t
=

7

c7
,

êîòîðîå ñâîäèòüñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ t2− 7
c7 t+1 = 0. Ïîëó÷èì ðåøåíèÿ t1 = 2

c7 , t2 = 5
c7 .

Äàëåå, èç ïîäñòàíîâêè t = (z −
√
z2 − 1)7 ïîëó÷àåì:

z =
7
√
t2 + 1

2 7
√
t

, y = 2z, x = cy = c
7
√
t2 + 1
7
√
t

.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî c = 14
√
10 íàõîäèì x1 = 7

√
2 + 7
√
5.

Î ñâîéñòâàõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïîäðîáíî ðàññêàçûâàåòñÿ æóðíàëå Êâàíò � 1, 1982 ñòð
12-13 â ñòàòüå "Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà è ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ". Íèæå ïðèâåäåíà òàá-
ëèöà èç ýòîé ñòàòüè

Ïî ñâîéñòâàì ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà, ïîëó÷àåì:

2

7
T7(

y

2
) =

{
2
7 cos

(
7 arccos

(
y
2

))
, |y| ≤ 2

2
7 cosh

(
7 cosh−1

(
y
2

))
, |y| ≥ 2

.
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n Tn Un
0 1 1

1 x 2x
2 2x2 − 1 4x2 − 1
3 4x3 − 3x 8x3 − 4x
4 8x4 − 8x2 + 1 16x4 − 12x2 + 1
5 16x5 − 20x3 + 5x 32x5 − 32x3 + 6x
6 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1 64x6 − 80x4 + 24x2 − 1
7 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x . . .

Ðàññìîòðèì ýòî ìåñòî ïîäðîáíåå. Äëÿ φ = cosh−1
(

7
2
√
10

)
, ïîëó÷àåì

eφ =
7 +

√
72 − (2

√
10)2

2
√
10

=
5√
10

Òîãäà

x = 10
1
14

(
e
φ
7 + e−

φ
7

)
=

7
√
5 +

7
√
2

Âñå êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

xk = e
2πki

7
7
√
5 + e

−2πki
7

7
√
2, ãäå k = 1, 2, . . . , 7.

Èñïîëüçóÿ òåõíèêó èçëîæåííóþ âî âòîðîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ìû ïðåäëàãàåì ÷èòà-
òåëÿì ñàìîñòîÿòåëüíî ñîñòàâèòü è ðåøèòü àíàëîãè÷íûå çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëèíîìàì
×åáûøåâà ïÿòîé, øåñòîé è âîñüìîé ñòåïåíè.

Óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé èíîãäà ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ â ñëîâåñíîé ôîðìóëèðîâêå

Çàäà÷à 8 (MOI, 2006 ãîä) 2 Ïðîôåññîð Ìóìáóì-Ïëþìáóì íàïèñàë ïðîãðàììó, êîòîðàÿ óìå-
åò âû÷èñëÿòü ïðèäóìàííóþ èì ôóíêöèþ mumb(x). Ïðîôåññîð óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè íà
ýêðàíå êàëüêóëÿòîðà ââåñòè ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x è íàæàòü êëàâèøó

”
Ââîä “ , òî íà åãî

ìåñòå âñåãäà ïîÿâèòüñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè mumb(x). Ïðè ýòîì, åñëè ïîâòîðíî íàæàòü êëà-
âèøó

”
Ââîä “ , òî â ðåçóëüòàòå ýòèõ äâóõ íàæàòèé ïîÿâèòñÿ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 3|x|−4.

Íå îøèáàåòñÿ ëè ïðîôåññîð? ×òî ïîêàæåò êàëüêóëÿòîð, åñëè ââåñòè ÷èñëî x = 0.8 è îäèí
ðàç íàæàòü êëàâèøó

”
Ââîä “ ?

Ðåøåíèå.
Ôàêòè÷åñêè èìååì äåëî ñ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì f(f(x)) = 3|x| − 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîôåññîð Ìóìáóì-Ïëþìáóì íå îøèáàåòñÿ. Òîãäà, íàáðàâ ÷èñëî x =

0.8 è äâàæäû íàæàâ êëàâèøó
”
Ââîä “ , ìû ïîëó÷èì ÷èñëî 3 · 0.8 − 4 = −1.6. Çàòåì, åù¼

ðàç äâàæäû íàæàâ
”
Ââîä “ , ïîëó÷èì ÷èñëî 3 · | − 1.6| − 4 = 0.8. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò

óñòàíîâèòü ñîîòíîøåíèå, êîòîðîìó äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ÷èñëî mumb(0.8) = z, åñëè îíî
ñóùåñòâóåò. À èìåííî: ïÿòèêðàòíîå íàæàòèå êëàâèøè

”
Ââîä “ äîëæíî ïðèâåñòè ê òîìó æå

ðåçóëüòàòó, ÷òî è îäíîêðàòíîå íàæàòèå, åñëè ïåðâîíà÷àëüíî íà ýêðàíå íàáðàëè ÷èñëî 0.8.

Ïîýòîìó, 3 ·
∣∣∣3|z|−4

∣∣∣−4 = z. Ýòî óðàâíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ ïðîôåññîðà

Ìóìáóì-Ïëþìáóì, èìååò êîðíè −1.6,−1, 0.8, 2. Óáåäèìñÿ, ÷òî íè îäèí èç ýòèõ êîðíåé íå
ïîäõîäèò. Â ñàìîì äåëå

1. Åñëè mumb(0.8) = 0.8, òî ìíîãîêðàòíîå íàæàòèå êëàâèøè
”
Ââîä “ áóäåò ïîðîæäàòü

öåïî÷êó çíà÷åíèé:
0.8→ 0.8→ 0.8→ 0.8→ . . .

è ÷èñëî −1.6 íèêîãäà íå ïîëó÷èòüñÿ.
2ýòà àâòîðñêàÿ çàäà÷à òàêæå áûëà îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå Êâàíò �6 çà 2007 ãîä, ñòð. 25.
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2. Âàðèàíò mumb(0.8) = −1.6 ïîðîæäàåò öåïî÷êó çíà÷åíèé:

0.8→ −1.6→ u→ 0.8→ −1.6→ . . . .

(Çäåñü u -íåêîòîðîå ÷èñëî). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ÷åòûð¼õêðàòíîì íàæàòèè êëàâèøè
”
Ââîä “

÷èñëî 0.8 ïðåîáðàçóåòñÿ â ÷èñëî −1.6, ÷åãî íå ìîæåò áûòü.
3. Ñëó÷àé mumb(0.8) = −1 è mumb(0.8) = 2 ïîðîæäàþò, ñîîòâåòñòâåííî öåïî÷êè:

0.8→ −1→ v → −1→ v → −1→ . . .

è
0.8→ 2→ w → 2→ w → 2→ . . . .

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ êàæäàÿ èç âåëè÷èí v è w äîëæíà îäíîâðåìåííî ðàâíÿòüñÿ −1.6 (ïðè äâóêðàò-
íîì íàæàòèè "Ââîä") è 0.8 ïðè ÷åòûð¼õêðàòíîì íàæàòèè), ÷òî íåâîçìîæíî.

Òàê ÷òî ïðîôåññîð Ìóìáóì-Ïëþìáóì, óâû, îøèáàåòñÿ.
Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî êîððåêòíî ðàáîòàþùèé êàëüêóëÿòîð ïðè ââîäå àðãóìåíòà 0.8

è îäíîêðàòíîì íàæàòèè êëàâèøè
”
Ââîä “ äîëæåí âûäàâàòü ñîîáùåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ

y = mumb(x) â òî÷êå x = 0.8 íå îïðåäåëåíà. Ðåàêöèÿ æå ïðîãðàììû, íàïèñàííîé ïðîôåññîðîì
Ìóìáóìîì-Ïëþìáóìîì, íåïðåäñêàçóåìà.

Âìåñòî çàêëþ÷åíèÿ.
Â êà÷åñòâå äîìàøíåãî çàäàíèÿ ìû ïðåäëîæèì íåñêîëüêî îëèìïèàäíûõ çàäà÷. Íàäååìñÿ

øêîëüíèêè ñàìè èñïûòàþò ñâîè ñèëû ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. Äëÿ ïðîâåðêè ìû âñ¼
æå óêàæåì ïðàâèëüíûå îòâåòû.

Çàäà÷à 9 (MOI, 2013 ãîä) . Äàíî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x:

(2
√
2 cos 25◦ − 1) tanx◦ = (2

√
2 sin 25◦ − 1) tan kx◦.

Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà k òàêèå, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, (âûðàæåííîå â ãðà-
äóñàõ), áóäåò öåëûì ÷èñëîì.

Îòâåò: k = 7.

Çàäà÷à 10 (MOI, 2012 ãîä) . Çàäàíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, p, q, r. Òàê æå èçâåñò-
íî, ÷òî a < b < c è ÷òî p, q, r - òðè ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ îäíîé
íåèçâåñòíîé x.

p

x− a
+

q

x− b
+

r

x− c
= 1.

Äîêàçàòü, ÷òî ó äàííîãî óðàâíåíèÿ åñòü òðè äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèÿ è ðîâíî îäíî èç íèõ
áîëüøå c.

Çàäà÷à 11 (MOI, 2002 ãîä) . Äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x, y, z ðåøèòü óðàâíåíèå

cos(y − z) + cos(z − x) + cos(x− y) + 2 = 0.

Îòâåò: íåò ðåøåíèé.

Çàäà÷à 12 (MOI, 2006 ãîä) . Äëÿ êàêèõ âåùåñòâåííûõ a, b ó äàííîãî óðàâíåíèÿ åñòü åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå.

3
√

(ax+ b)2 + 3
√

(ax− b)2 + 3
√
a2x2 + b2 =

3
√
b.

Îòâåò: a 6= 0 è b ∈ {0, 1}.
Ìû ïðåäëîæèëè ÷èòàòåëÿì íåáîëüøóþ òîëèêó îëèìïèàäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ óðàâíå-

íèÿìè è ñèñòåìàìè óðàâíåíèé. Â ýòèõ çàäà÷àõ ìû îáíàðóæèâàåì íå òîëüêî îðèãèíàëüíóþ
îëèìïèàäíóþ èäåþ, íî ïîðîé, è ãëóáîêóþ ñâÿçü ñ ñåðüåçíûìè ðàçäåëàìè ñîâðåìåííîé íàóêè.
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