
Фiнал

1. Чи iснує строго монотонна функцiя f , що визначена на множинi всiх
дiйсних чисел, приймає дiйснi значення i для всiх x, y ∈ R задовольняє
нерiвнiсть

f(x+ f(y)) ≥ f(xf(y)) ?

2. Дано гострокутний трикутник ABC, AH – його висота, AL – бiсектриса,
точка T – точка дотику зовнiвписаного кола до сторони BC, ω – вписане
коло трикутника ABC. Нехай променi AH, AL та AT вперше перетинають
ω в точках P , Q та R вiдповiдно.
За допомогою циркуля та лiнiйки вiдновiть трикутник ABC за точками P ,
Q та R.
3. Знайдiть всi натуральнi m i n, при яких 3m + 7n є точним квадратом.
4. Нехай a1, a2, . . . , a2019 – дiйснi числа такi, що для всiх k = 1, 2, . . . , 2019

a1a2 . . . ak ≥ 1.

Доведiть нерiвнiсть
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5. Розглядаються всiлякi добутки вигляду a1 · · · an, де a1 < a2 < · · · < an
– рiзнi натуральнi числа, якi не перевищують 2019, n ≥ 1. Доведiть, що
сума ∑
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)
є цiлим числом.
6. В мiстi проживають 3n мешканцiв. Вiдомо, що будь-якi два мешкан-
цi мають спiльного знайомого. Доведiть, що можна вибрати групу з n ме-
шканцiв таку, що кожен з iнших 2n мешканцiв має хоча б одного знайомого
серед вибраних n.


