
Ïàðàäîêñ äîñëiäíèêà
Ð.Ï. Óøàêîâ

Ìèùèðî âiòà¹ìî ÷ëåíà ðåäàêöiéíî¨ êîëåãi¨ íàøîãî æóðíàëó, çàñëóæåííîãî â÷èòåëÿ Óêðà-
¨íè, äâi÷i ëàóðåàòà Ñîðîñiâñüêî¨ ïðåìi¨ Ðóäîëüôà Ïåòðîâè÷à Óøàêîâà ç íàãîäè éîãî 75-ði÷÷ÿ.

Ìàéæå 40 ðîêiâ Ð.Ï. âèêëàäàâ ìàòåìàòèêó â êè¨âñüêié
ñåðåäíié øêîëi � 173. Âií âèõîâàâ êiëüêà ïîêîëiíü ó÷íiâ,
ñåðåä íèõ ÷èìàëî êàíäèäàòiâ íàóê. Âïðîäîâæ 20 ðîêiâ
øêiëüíèé ìàòåìàòè÷íèé ãóðòîê, ÿêèì êåðóâàâ Ð.Ï., ñòà-
âàâ ïåðåìîæöåì Âñåñîþçíîãî êîíêóðñó ç ðîçâ'ÿçóâàííÿ
çàäà÷ æóðíàëó �Ìàòåìàòèêà â øêîëå�.

Ó òâîð÷îìó äîðîáêó Ð.Ï. 20 ÷óäîâèõ êíèæîê, çîêðåìà
�Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé�, �Ïîâòîðþâàëüíèé êóðñ ìàòåìà-
òèêè�, �Êîëåêöiÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íåðiâíîñòåé�, �Êóòè
ó ñòåðåîìåòði¨�, �Îïóêëi ôóíêöi¨ òà íåðiâíîñòi�. Âií ¹ àâ-
òîðîì ïîíàä 60 íàóêîâî-ìåòîäè÷íèõ ñòàòåé, ùî äðóêó-
âàëèñÿ ó ðàäÿíñüêèõ æóðíàëàõ �Êâàíò� i �Ìàòåìàòèêà â
øêîëå�, à òàêîæ â óêðà¨íñüêèõ æóðíàëàõ �Ìàòåìàòèêà â
øêîëi�, �Ìàòåìàòèêà â øêîëàõ Óêðà¨íè� i íàøîìó æóð-
íàëi.

Äiÿëüíiñòü þâiëÿðà íå ìîæíà óÿâèòè áåç îðèãiíàëüíèõ çàäà÷, ÿêèõ âií ñêëàâ ÷èìàëî �
250. Âîíè ðåãóëÿðíî äðóêóþòüñÿ â ìàòåìàòè÷íèõ æóðíàëàõ äëÿ øêîëÿðiâ.

Ìè çè÷èìî Ðóäîëüôó Ïåòðîâè÷ó ìiöíîãî çäîðîâ'ÿ i òâîð÷î¨ íàñíàãè, à òàêîæ ÷åêà¹ìî âiä
íüîãî íîâèõ êíèæîê, ñòàòåé i çàäà÷.

Iç íåâåëèêèìè ñêîðî÷åííÿìè ïåðåäðóêîâó¹ìî ñòàòòþ Ð.Ï. Óøàêîâà iç æóðíàëó �Ìàòå-
ìàòèêà â øêîëàõ Óêðà¨íè�, 2003, � 31 (43), à òàêîæ ïiäáiðêó éîãî çàäà÷ iç ðiçíèõ ðîçäiëiâ
ìàòåìàòèêè.

Ó ñâî¨é ÷óäîâié êíèçi [1] âiäîìèé ìàòåìàòèê Ä. Ïîéà íàâîäèòü òàêèé ïðèêëàä.
Íåõàé òðåáà äîâåñòè òåîðåìó 1: Ñóìà êóáiâ ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ êâà-

äðàòîì äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
Ïðèðîäíüî äîâîäèòè öþ òåîðåìó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ (ÌÌI).
Ïðè n = 1 ìà¹ìî 13 = 12, ïðè n = 2 ìà¹ìî 13 + 23 = 9 = 32. Îòæå, ïðè n = 1, 2

òåîðåìà 1 ñïðàâåäëèâà. Íåõàé òåîðåìó 1 äîâåäåíî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k, òîáòî
13+23+ . . .+k3 = m2. Òðåáà äîâåñòè, ùî 13+23+ . . .+k3+(k+1)3 = p2. Äëÿ öüîãî ñëiä
âñòàíîâèòè, ùî m2+(k+1)3 ¹ êâàäðàòîì äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p. Ïðè ñïðîáàõ
öå çðîáèòè âèíèêàþòü òðóäíîùi, ÿêi ñïîíóêàþòü íàñ øóêàòè iíøi øëÿõè äîâåäåííÿ.
Ñïîñòåðåæåííÿ ïðèâîäÿòü äî òàêèõ ðiâíîñòåé:

13 = 12, 13 + 23 = (1 + 2)2, 13 + 23 + 33 = (1 + 2 + 3)2, . . .
Ìàáóòü, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 2: Ñóìà êóáiâ ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ êâàäðàòîì
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ÿêå äîðiâíþ¹ ñóìi öèõ ÷èñåë, òîáòî

13 + 23 + . . .+ n3 = (1 + 2 + . . .+ n)2.
Äîâåäåìî òåîðåìó 2 çà äîïîìîãîþ ÌÌI.
Äëÿ n = 1 òåîðåìà ñïðàâåäëèâà.
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Íåõàé 13 + 23 + . . .+ k3 = (1 + 2 + . . .+ k)2. Òîäi

13+23 + . . .+ k3 + (k + 1)3 = (1 + 2 + . . .+ k)2 + (k + 1)3 =
(

k(k+1)
2

)2

+ (k + 1)3 =

=(k + 1)2
(

k2

4
+ k + 1

)
= (k + 1)2 · (k+2)2

4
=

(
(k+1)(k+2)

2

)2

= (1 + 2 + . . .+ (k + 1))2,

ùî çàâåðøó¹ iíäóêòèâíå äîâåäåííÿ.
Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 çà äîïîìîãîþ ÌÌI íå ïðîõîäèòü, à áiëüø òî-

÷íó òåîðåìó 2 âäàëîñÿ äîâåñòè öèì ìåòîäîì. Iç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹ òåîðåìà 1. Òîìó
òåîðåìó 2 íàçèâàþòü ñèëüíiøîþ çà òåîðåìó 1. Âèõîäèòü, ùî ñèëüíiøó òåîðåìó ëåãøå
äîâåñòè.

Öå ÿâèùå Ä. Ïîéà íàçâàâ ïàðàäîêñîì äîñëiäíèêà (inventor's paradox ). Âèÿâëÿ-
¹òüñÿ, ùî íà ïðàêòèöi òàêi âèïàäêè íå ïîîäèíîêi. Äîâåäåìî äåêiëüêà íåðiâíîñòåé,
âèêîðèñòîâóþ÷è �ïàðàäîêñ äîñëiäíèêà�.

Ïðèêëàä 1. Äîâåñòè íåðiâíiñòü
1

12
+

1

22
+ . . .+

1

n2
< 2.

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî äîâåñòè çà äîïîìîãîþ ÌÌI äàíó íåðiâíiñòü íå âäà¹òüñÿ.
Äîâåäåìî çà äîïîìîãîþ ÌÌI ñèëüíiøó íåðiâíiñòü

1

12
+

1

22
+ . . .+

1

n2
≤ 2− 1

n
. (1)

Ïðè n = 1 ìà¹ìî ðiâíiñòü: 1
12

= 2− 1
1
. Íåõàé 1

12
+ 1

22
+ . . .+ 1

k2
≤ 2− 1

k
. Àáè äîâåñòè,

ùî
1

12
+

1

22
+ . . .+

1

k2
+

1

(k + 1)2
≤ 2− 1

k + 1
,

äîñòàòíüî âñòàíîâèòè äîïîìiæíó íåðiâíiñòü 1
(k+1)2

≤ 1
k
− 1

k+1
, ÿêà ¹ ðiâíîñèëüíîþ î÷å-

âèäíié íåðiâíîñòi 1
(k+1)2

≤ 1
k(k+1)

. Çà ïðèíöèïîì ÌÌI íåðiâíiñòü (1) äîâåäåíî. ¤
Ç íàâåäåíîãî ïðèêëàäó äîáðå âèäíî ñóòü çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó. Íåõàé ïîòðiáíî

äîâåñòè íåðiâíiñòü
a1 + a2 + . . .+ an < c, (∗)

äå c � äåÿêà ñòàëà. Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ÌÌI íå ïðîõîäèòü, òîìó âàðòî ñïðîáó-
âàòè äîâåñòè çà äîïîìîãîþ ÌÌI ñèëüíiøó íåðiâíiñòü

a1 + a2 + . . .+ an ≤ c− ϕ(n), (∗∗)

äå ϕ(n) � äåÿêà äîäàòíà ôóíêöiÿ. Ó ïðèêëàäi 1 ϕ(n) = 1
n
. Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ

çàñòîñîâóþòüñÿ i äî íåðiâíîñòåé âèãëÿäó
a1 + a2 + . . .+ an > c, a1 · a2 · . . . · an < c, a1 · a2 · . . . · an > c.

Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó a1 · a2. . . · an < c áóäåìî äîâîäèòè ñèëüíiøó íåðiâíiñòü
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a1 · a2 · . . . · an ≤ c · ϕ(n),
äå 0 < ϕ(n) < 1.

Ïðèêëàä 2. (Êè¨âñüêà îëiìïiàäà, 1982 ð.) Äîâåñòè, ùî ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ n

1

3
+

2

34
+

3

39
+ . . .+

n

3n2 <
1

2
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñèëüíiøó íåðiâíiñòü
1

3
+

2

34
+

3

39
+ . . .+

n

3n2 ≤ 1

2
− 1

3n+1
. (2)

Ïðè n = 1 ìà¹ìî 1
3
≤ 1

2
− 1

32
, àáî 1

3
< 7

18
.

Àáè ïåðåéòè âiä n = k äî n = k + 1, äîñòàòíüî âñòàíîâèòè äîïîìiæíó íåðiâíiñòü
k + 1

3(k+1)2
≤ 1

3k+1
− 1

3k+2
. (3)

Äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi k+1

3(k+1)2
≤ 2

3k+2 , àáî k + 1 ≤ 2 · 3k2+k−1. Îñòàííþ
íåðiâíiñòü ëåãêî äîâåñòè çà äîïîìîãîþ ÌÌI (çðîáiòü öå ñàìîñòiéíî). Äîäàþ÷è íåðiâ-
íiñòü (2) äëÿ âèïàäêó n = k òà äîïîìiæíó íåðiâíiñòü (3), äiñòàíåìî íåðiâíiñòü (2) äëÿ
âèïàäêó n = k + 1. Çà ïðèíöèïîì ÌÌI íåðiâíiñòü (2) äîâåäåíî. ¤

Ïðèêëàä 3. Äîâåñòè íåðiâíiñòü

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n <

√
3

2
· 1√

2n
. (4)

Äîâåäåííÿ. Ñïðîáó¹ìî çàñòîñóâàòè ÌÌI.
Ïðè n = 1 ìà¹ìî 1

2
<

√
3
2
· 1√

2
, íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ. Íåõàé

1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2k <

√
3

2
· 1√

2k
. (5)

Àáè îòðèìàòè íåðiâíiñòü (4) äëÿ n = k+1, ñëiä áóëî á ïåðåìíîæèòè íåðiâíiñòü (5) òà
äîïîìiæíó íåðiâíiñòü

2k + 1

2(k + 1)
<

√
k√

k + 1
. (6)

Ïðîòå íåðiâíiñòü (6) íåïðàâèëüíà. Ñïðàâäi, âîíà ðiâíîñèëüíà òàêèì íåðiâíîñòÿì:

(2k + 1)
√
k + 1 < 2(k + 1) ·

√
k ⇔(2k + 1)2(k + 1) < 4(k + 1)2 · k ⇔
⇔(2k + 1)2 < 4(k + 1) · k ⇔ 1 < 0.

Îòæå, áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè ÌÌI íå âäà¹òüñÿ.
Äîâåäåìî çà äîïîìîãîþ ÌÌI ñèëüíiøó íåðiâíiñòü

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n ≤
√
3

2
· 1√

2n+ 1
. (7)
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Ïðè n = 1 ìà¹ìî ðiâíiñòü: 1
2
=

√
3
2
· 1√

3
.

Àáè ïåðåéòè âiä n = k äî n = k + 1, äîñòàòíüî âñòàíîâèòè äîïîìiæíó íåðiâíiñòü

2k + 1

2(k + 1)
≤

√
2k + 1√
2k + 3

. (8)

Äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà òàêèì íåðiâíîñòÿì:
√
2k + 1 ·

√
2k + 3 ≤ 2(k + 1) ⇔(2k + 1)(2k + 3) ≤ 4(k + 1)2 ⇔

⇔4k2 + 8k + 3 ≤ 4k2 + 8k + 4,

à îòæå ïðàâèëüíà. Ïåðåìíîæóþ÷è íåðiâíiñòü (7) äëÿ âèïàäêó n = k òà äîïîìiæíó
íåðiâíiñòü (8), äiñòàíåìî íåðiâíiñòü (7) äëÿ âèïàäêó n = k + 1. Çà ïðèíöèïîì ÌÌI
íåðiâíiñòü (7) äîâåäåíî. ¤

Çàóâàæåííÿ. Ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (20) îäåðæó¹òüñÿ ìíîæåííÿì ïðàâî¨ ÷à-
ñòèíè íåðiâíîñòi (19) íà ϕ(n) =

√
2n

2n+1
, ïðè÷îìó 0 < ϕ(n) < 1.

Ïðèêëàä 4. Äîâåñòè íåðiâíiñòü
√
2

2
· 1√

2n+ 1
<

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n .

Äîâåäåííÿ. Ñïðîáó¹ìî çàñòîñóâàòè ÌÌI.
Ïðè n = 1 ìà¹ìî ïðàâèëüíó íåðiâíiñòü

√
2
2
· 1√

3
< 1

2
.

Àáè ïåðåéòè âiä n = k äî n = k + 1, ñëiä áóëî á âèêîðèñòàòè äîïîìiæíó íåðiâ-
íiñòü

√
2k+1√
2k+3

< 2k+1
2(k+1)

, ÿêà ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (8) ç ïðèêëàäó 3. Îòæå, áåçïîñåðåäíüî
çàñòîñóâàòè ÌÌI íå âäà¹òüñÿ.

Äîâåäåìî çà äîïîìîãîþ ÌÌI ñèëüíiøó íåðiâíiñòü
√
2

2
· 1√

2n
≤ 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n .

Ïðè n = 1 ìà¹ìî ðiâíiñòü: 1
2
= 1

2
.

Àáè ïåðåéòè âiä n = k äî n = k + 1, äîñòàòíüî âñòàíîâèòè äîïîìiæíó íåðiâíiñòü
√
2k√

2k + 2
≤ 2k + 1

2k + 2
.

Äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà äî
√
2k · √2k + 2 ≤ 2k + 1 ⇔ 2k · (2k + 2) ≤ (2k + 1)2,

à îòæå ïðàâèëüíà. ¤
Çàóâàæåííÿ. Ç ïðèêëàäiâ 3 i 4 âèïëèâà¹, ùî ñïðàâåäëèâà ïîäâiéíà íåðiâíiñòü

√
2

2
· 1√

2n
≤ 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n ≤
√
3

2
· 1√

2n+ 1
.
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Ïðèêëàä 5. (Óêðà¨íñüêà îëiìïiàäà, 1975 ð.) Äîâåñòè íåðiâíiñòü
(
1− 1

23

)(
1− 1

33

)
. . .

(
1− 1

n3

)
>

1

2
, n ≥ 2.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî çà äîïîìîãîþ ÌÌI ñèëüíiøó íåðiâíiñòü
(
1− 1

23

)(
1− 1

33

)
· . . . ·

(
1− 1

n3

)
≥ 1

2
+

1

2n
, n ≥ 2.

ßêùî n = 2, òî 1− 1
23

> 1
2
+ 1

2·2 , àáî 7
8
> 3

4
.

Àáè ïåðåéòè âiä n = k äî n = k + 1, äîñòàòíüî âñòàíîâèòè äîïîìiæíó íåðiâíiñòü

1− 1

(k + 1)3
≥

(
1

2
+

1

2(k + 1)

)
:

(
1

2
+

1

2k

)
.

Äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà òàêèì íåðiâíîñòÿì:

1− 1

(k + 1)3
≥ k(k + 2)

(k + 1)2
⇔ 1− 1

(k + 1)3
≥ 1− 1

(k + 1)2
⇔ (k + 1)2 ≤ (k + 1)3.

¤
Ïðèêëàä 6. Äîâåñòè íåðiâíiñòü

1

13
+

1

23
+ . . .+

1

n3
<

5

4
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî çà äîïîìîãîþ ÌÌI ñèëüíiøó íåðiâíiñòü

1

13
+

1

23
+ . . .+

1

n3
≤ 5

4
− 1

2n(n+ 1)
.

Ïðè n = 1 ìà¹ìî ðiâíiñòü: 1 = 5
4
− 1

4
.

Àáè ïåðåéòè âiä n = k äî n = k + 1, äîñòàòíüî âñòàíîâèòè äîïîìiæíó íåðiâíiñòü

1

(k + 1)3
≤ 1

2k(k + 1)
− 1

2(k + 1)(k + 2)
.

Äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi 1
(k+1)3

≤ 1
k(k+1)(k+2)

, àáî k(k + 2) ≤ (k + 1)2. ¤
Ïðèêëàä 7. Äîâåñòè íåðiâíiñòü

1

1!
+

1

2!
+ . . .+

1

n!
< 2.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñèëüíiøó íåðiâíiñòü

1

1!
+

1

2!
+ . . .+

1

n!
≤ 2− 1

n!
.
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Ïðè n = 1 ìà¹ìî ðiâíiñòü: 1
1!
= 2− 1

1!
.

Àáè ïåðåéòè âiä n = k äî n = k + 1, äîñòàòíüî âñòàíîâèòè äîïîìiæíó íåðiâíiñòü
1

(k+1)!
≤ 1

k!
− 1

(k+1)!
. Äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi 2

(k+1)!
≤ 1

k!
, àáî 2 ≤ k+1. ¤

Çàóâàæåííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü {an, n ≥ 1} iç çàãàëüíèì ÷ëåíîì

an = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ . . .+

1

n!

çðîñòà¹ òà îáìåæåíà çâåðõó, áî çãiäíî ç ïðèêëàäîì 7 ìà¹ìî an < 3. Îòæå, öÿ ïîñëiäîâ-
íiñòü çáiæíà; lim

n→∞
an = e, äå e � âiäîìà êîíñòàíòà, öå iððàöiîíàëüíå ÷èñëî, e ≈ 2,718.

Ïðèêëàä 8. Äîâåñòè íåðiâíiñòü

1

2
+

1

3
√
2
+

1

4
√
3
+ . . .+

1

(n+ 1)
√
n
< 2.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñèëüíiøó íåðiâíiñòü

1

2
+

1

3
√
2
+

1

4
√
3
+ . . .+

1

(n+ 1)
√
n
≤ 2− 2√

n+ 1
.

Ïðè n = 1 ìà¹ìî 1
2
≤ 2− 2√

2
,
√
2 ≤ 3

2
, íåðiâíiñòü ïðàâèëüíà.

Àáè ïåðåéòè âiä n = k äî n = k + 1, äîñòàòíüî âñòàíîâèòè äîïîìiæíó íåðiâíiñòü

1

(k + 2)
√
k + 1

≤ 2√
k + 1

− 2√
k + 2

.

Äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà òàêèì íåðiâíîñòÿì:

1 ≤ 2(k + 2)−2
√

(k + 1)(k + 2) ⇔ 2
√
k2 + 3k + 2 ≤ 2k + 3 ⇔

⇔4(k2 + 3k + 2) ≤ (2k + 3)2 ⇔ 4k2 + 12k + 8 ≤ 4k2 + 12k + 9.

¤
Ïðèêëàä 9. (Êè¨âñüêà îëiìïiàäà, 2002 ð.) Äîâåñòè íåðiâíiñòü

1√
2
· 2√

5
· 3√

10
· . . . · n√

n2 + 1
>

1

2
.

Äîâåäåííÿ. Ïiäíåñåìî îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi äî êâàäðàòó:

1

2
· 4
5
· 9

10
· . . . · n2

n2 + 1
>

1

4
.

Äîâåäåìî ñèëüíiøó íåðiâíiñòü

1

2
· 4
5
· 9

10
· . . . · n2

n2 + 1
≥ 1

4
· n+ 1

n
.

6



Ïðè n = 1 ìà¹ìî 1
2
= 1

4
· 2
1
. Àáè ïåðåéòè âiä n = k äî n = k+1, äîñòàòíüî âñòàíîâèòè

äîïîìiæíó íåðiâíiñòü
(k + 1)2

(k + 1)2 + 1
≥ k + 2

4(k + 1)
:
k + 1

4k
.

Äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà òàêèì íåðiâíîñòÿì:

(k + 1)2

(k + 1)2 + 1
≥ k(k + 2)

(k + 1)2
⇔ 1− 1

(k + 1)2 + 1
≥ 1− 1

(k + 1)2
⇔ 1

(k + 1)2
≥ 1

(k + 1)2 + 1
.

¤
Óâàæíèé ÷èòà÷ ïîìiòèâ, ùî ïðè òàêîìó ñïîñîái äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi ãîëîâíå �

çíàéòè òàêó ôóíêöiþ ϕ(n), ùîá îäåðæàíó ñèëüíiøó íåðiâíiñòü, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ äàíà,
âæå ìîæíà áóëî á äîâåñòè çà äîïîìîãîþ ÌÌI.

Ïåâíîþ ìiðîþ, öå ìèñòåöòâî òîãî, õòî ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó, àäæå ìàòåìàòèêà íå ëèøå
íàóêà, à é ìèñòåöòâî.
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