
Задача

Нехай a1, a2, . . . , a2019 – дiйснi числа такi, що для всiх k = 1, 2, . . . 2019

a1a2 . . . ak ≥ 1.

Довести нерiвнiсть
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Розв’язання

З умови задачi випливає, що всi ak > 0. Також

a1 + a2 + · · ·+ ak ≥ k k
√
a1a2 . . . ak = k

Доводимо бiльш загальне твердження: для b1 ≥ b2 ≥ . . . bn буде

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn ≥ b1 + b2 + · · ·+ bn.

Використовуємо перетворення Абеля:

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn
= a1(b1 − b2) + (a1 + a2)(b2 − b3) + (a1 + a2 + a3)(b3 − b4)

+(a1 + a2 + · · ·+ an−1)(bn−1 − bn) + (a1 + a2 + · · ·+ an)bn
≥ (b1 − b2) + 2(b2 − b3) + 3(b3 − b4) + (n− 1)(bn−1 − bn) + nbn

= b1 + b2 + · · ·+ bn.

Далi для bk =
1
k i n = 2019 оцiнюємо часткову суму гармонiчного ряду.
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Зауваження. Також можна оцiнювати залишок гармонiчного ряду через
iнтегральну ознаку i натуральний логарифм.


